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ABSTRAK
Tugas akhir ini membahas tentang langkah-langkah atau aturan dalam menentukan generalized
inverse dari matriks yang berukuran m x n dan matriks berukuran n x n. Ada 2 cara untuk
menentukan generalized inverse pada matriks yaitu aturan pendiagonalan matriks dan aturan
algoritma. Berdasarkan hasil penelitian ini, maka diperoleh bahwa generalized inverse dari sebuah
matriks A adalah sebarang matriks G yang memenuhi persamaan AGA=A. Adapun matriks G ini
tidak tunggal. Untuk aturan pendiagonalan matriks banyak matriks G (generalized inverse) dapat
dilihat dari banyaknya baris atau kolom. Sedangkan untuk generalized inverse pada aturan
algoritma dapat ditentukan jumlah generalized inverse sebanyak perkalian ordo matriks.
Katakunci : generalized inverse, invers, rank.
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ABSTRACT
This thesis discusses the steps or rules in determining the generalized inverse of a matrix of size
mxn and matrix size nxn. There are two ways to determine the generalized inverse of the matrix is
a matrix diagonalization rules and rules of the algorithm. Based on these results, it is found that
the generalized inverse of a matrix A is any matrix G satisfies AGA = A. As for the matrix G is
not uniq for to the matrix is not uniq is a matrix diagonalization rules can be seen in the matrix,
the matrix G can be seen for the number of rows or columns. While the rules that the algorithm to
determine the number of generalized inverse can be de termined by multiplying the matrix A is of
the order.
Keywords : generalized inverse,inverse, rank.
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BAB I
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang Masalah
Matriks merupakan salah satu materi dasar untuk mempelajari ilmu
matematika khususnya masalah aljabar. Masalah matriks ini sudah tidak asing
bagi mahasiswa karena matriks sudah dipelajari sejak duduk di bangku sekolah
menengah. Perhitungan matriks merupakan suatu topik yang penting dan sering
digunakan dalam aplikasi matematika. Matriks digunakan dalam memecahkan
berbagai persoalan. Contohnya menyelesaikan sistem permasalahan linier,
persamaan diferensial, numerik dan lain sebagainya.
Matriks mempunyai bentuk dan ukuran atau ordo matriks. Diantaranya
matriks bujur sangkar yang berukuran n x n, matriks identitas, matriks segitiga
atas dan segitiga bawah, matriks simetris, matriks diagonal, matriks singular dan
non singular. Sedangkan ukuran matriks (ordo matriks) di tentukan oleh
banyaknya baris dan kolom sebuah matriks.
Dalam perhitungan matriks terdapat beberapa operasi matriks, antara lain
penjumlahan matriks,  perkalian matriks,  determinan dari matriks dan
menentukan invers dari matriks. Suatu matriks mempunyai invers adalah matriks
tersebut merupakan matriks bujur sangkar dan nonsingular dengan n baris dan n
kolom. Dengan kata lain bahwa hanya matriks bujur sangkar dan nonsingular
yang memiliki invers. Berdasarkan jurnal yang berjudul ”A Generalized Inverse
For Matrices”  karangan R. Penrose tahun 1954 bahwasanya bukan hanya matriks
bujur sangkar yang mempunyai invers, tetapi matriks yang tidak bujur sangkar
dan singular juga mempunyai invers yang disebut generalized inverse.
Generalized inverse telah banyak yang membahas dan meneliti
diantaranya, Jeff Gill and King dalam jurnal yang berjudul ”What is the
Generalized Inverse of a Matrix?” yang telah membahas mengenai menentukan
generalized inverse pada  matriks. Selanjutnya pada jurnal yang berjudul ”On The
Generalisized Inverse of a Matrix” karangan I.A adetunde, dkk tahun 2010 yang
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membahas tentang menentukan generalized inverse pada matriks singular dan
matriks bujur sangkar serta penerapannya pada sistem persamaan linear.
Berdasarkan latar belakang tersebut maka penulis tertarik untuk
mengemukakan tentang bagaimana menentukan generalized inverse dari matriks
yang tidak bujur sangkar berukuran m x n dan matriks bujur sangkar yang
berukuran n  x n yang singular .
1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang maka penulis membahas masalah pada
penelitian ini yaitu bagaimana menentukan generalized inverse pada matriks
dengan aturan pendiagonalan matriks dan aturan algoritma.
1.3 Batasan Masalah
Batasan masalah pada penelitian ini adalah mengemukakan langkah-
langkah dalam menentukan generalized inverse pada sebuah matriks dengan
batasan masalah :
a) Pada aturan pendiagonalan matriks hanya untuk matriks 3 x 3.
b) Pada aturan algoritma hanya untuk matriks dengan rank 1, rank 2 dan rank 3.
1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah menentukan langkah-langkah untuk
mendapatkan generalized inverse pada  sebuah matriks dengan aturan
pendiagonalan matriks dan aturan algoritma matriks.
1.5 Manfaat Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah dan tujuan penelitian yang telah
dikemukakan di atas, maka manfaat yang dapat diambil adalah sebagai berikut :
a. Penulis mengharapkan dapat mengembangkan wawasan keilmuan dalam
matematika mengenai matriks, khususnya generalized inverse pada matriks.
b. Penulis dapat mengetahui lebih banyak tentang materi matriks yang tentunya
akan sangat memberikan konstribusi untuk mempermudah dalam
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menyelesaikan soal-soal yang berhubungan dengan generalized inverse pada
matriks.
1.6 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan dalam Tugas Akhir ini mencakup lima bab yaitu:
BAB I Pendahuluan
Bab ini berisikan dasar-dasar penulisan dalam Tugas Akhir seperti
latar belakang masalah, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika penulisan.
BAB II Landasan Teori
Berisi teori-teori yang mendukung tentang matriks dan memahami
komponen-komponen yang ada hubungannya dengan penelitian ini.
BAB III Metodologi Penelitian
Bab ini berisikan metode yang penulis gunakan dalam penyelesaian
tugas akhir.
BAB IV Pembahasan
Bab ini berisikan pemaparan cara-cara dengan teoritis dalam
mendapatkan hasil penelitian tersebut.
BAB V Penutup
Bab ini berisi tentang saran-saran dan kesimpulan dari pembahasan.
BAB II
LANDASAN TEORI
2.1 Matriks
Matriks mempunyai peranan yang penting di dalam matematika. Pentingnya
peranan matriks ini dapat dilihat begitu banyaknya penggunaan matriks pada
berbagai bidang antara lain aljabar, statistika, numerik, persamaan differensial dan
lain-lain. Adapun defenisi dari suatu matriks dijelaskan sebagai berikut :
Definisi 2.1 (Howard Anton, 2000) Sebuah matriks adalah susunan segiempat
siku-siku dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan tersebut dinamakan entri
dalam matriks. Ukuran dari matriks dinyatakan dalam bentuk jumlah baris
(horizontal) dan jumlah kolom (vertikal) yang memuatnya.
Entri dari sebuah A yang berada pada baris ke-i dan kolom ke-j dinotasikan
dengan . Bentuk umum suatu matriks adalah sebagai berikut:
= ⋯⋯⋮ ⋮ ⋱ ⋮⋯ .
Matriks di atas mempunyai ukuran m baris dan n kolom dan dinotasikan dengan
. Secara  singkat sebuah matriks A dapat dinotasikan sebagai berikut:
= × atau = .
Definisi 2.2 (Howard Anton, 2000) Suatu matriks yang banyaknya dan
kolomnya sama ( m = n ), yang dinotasikan dengan Anxn , disebut matriks bujur
sangkar.
An xn = .
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Definisi 2.3 (Leon, 2001) Misalkan × dengan semua entri pada diagonalnya
adalah satu dan nol, selainnya disebut matriks identitas × , dinotasikan
dengan:
= 1 00 1 ⋯ 0⋯ 0⋮ ⋮0 0 ⋱ ⋮⋯ 1 ,
dengan kata lain, = dimana = 1 untuk = dan = 0 untuk ≠ .
Definisi 2.4 (Howard Anton, 2000) Matriks segitiga atas adalah matriks bujur
sangkar yang semua entri dibawah diagonal utamanya adalah nol atau = 0
untuk suatu > . ⋯0 ⋯0 0 ⋱ ⋮0 0 0 .
Matriks segitiga bawah adalah matriks bujur sangkar yang semua entri di atas
diagonal utamanya adalah nol atau aij = 0 untuk suatu i < j.0 0 00 0⋮ ⋮ ⋱ 0⋯ .
Definisi 2.5 (Howard Anton, 2000) Suatu matriks bujur sangkar yang semua
anggota non diagonal utamanya nol disebut matriks diagonal.5 0 00 2 00 0 3 , 2 0 00 0 00 0 0 .
Definisi 2.6 (Howard Anton, 2000) Suatu matriks disebut simetris jika = ,
= 5 1 61 7 46 4 3 .
= 5 1 61 7 46 4 3 .
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Jadi, terbukti bahwa = adalah matriks simetris.
Definisi 2.7 (Suryadi HS, 1991) Suatu matriks bujur sangkar disebut singular
apabila det( ) = 0. Jika  det( ) ≠ 0 maka A disebut nonsingular. Matriks yang
singular tidak mempunyai invers. Sedangkan matriks nonsingular mempunyai
invers.
2.2 Rank matriks
Definisi 2.8 (Jacob, 1990) Jika A adalah sebuah matriks. Rank dari matriks A
adalah jumlah dari baris-baris yang tidak nol dalam bentuk eselon baris tereduksi
dari matriks A. Rank dari matriks A dinotasikan dengan rk(A).
Misalkan matriks A berukuran m x n. Jika rk(A) = min (m,n), maka matriks
A dikatakan memiliki rank penuh (full rank). Jika rk(A) = m, maka matriks A
dikatakan memiliki rank baris penuh (full rank row). Demikian juga jika rk(A) =
n, maka matriks A dikatakan memiliki rank kolom penuh (full rank coloum).
Contoh 2.1 : Misalkan matriks A berukuran 3 x 4 yaitu :
= 1 2 5 23 7 12 40 1 −3 −2 , akan ditentukan rank dari matriks tersebut.
Penyelesaian :
Akan dilakukan operasi baris elementer terhadap matriks A sebagai berikut :1 2 5 23 7 12 40 1 −3 −2 − 3 1 2 5 20 1 −3 −20 1 −3 −2 − 1 2 5 20 1 −3 −20 0 0 0 ,
maka diperoleh rk (A) = 2.
2.3 Invers Matriks
Definisi 2.9 (Howard Anton, 2000) Jika adalah sebuah matriks bujur sangkar,
dan jika sebuah matriks yang berukuran sama bisa didapatkan sedemikian
sehingga = = , maka disebut bisa dibalik dan disebut invers dari .
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2.4 Sifat-sifat Invers
Definisi 2.10 (Howard Anton, 2000) Jika A adalah matriks bujur sangkar,dan
jika diperoleh matriks sehingga = = , maka dikatakan dapat
dibalik ( invertible ) dan disebut invers dari .
Definisi 2.11 (Howard Anton, 2000) Jika adalah matriks bujur sangkar, maka
definisi dari pangkat bilangan bulat tak negatif dari A adalah= dan = … ( > 0),
Selanjutnya, jika A dapat dibalik maka definisi dari pangkat bilangan bulat negatif
dari A adalah = ( ) = … .
Contoh 2.2 : Mencari 1 dari matriks 3x3 dengan menggunakan operasi baris
elementer, sebagai berikut : = 1 2 32 5 81 0 8
Penyelesian :
[ ⋮ ] → [ ⋮ 1]1 2 32 5 81 0 8 1 0 00 1 00 0 1 .
1.menambahkan -2 kali baris pertama pada baris kedua dan -1 kali baris pertama
pada baris ketiga1 2 30 1 −30 −2 5 1 0 0−2 1 0−1 0 1 .
2. Menambahkan 2 kali baris kedua pada baris ketiga1 2 30 1 −30 0 −1 1 0 0−2 1 0−5 2 1 .
3. Menambahkan baris ketiga dengan -11 2 30 1 −30 0 1 1 0 0−2 1 05 −2 −1 .
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4. Menambahkan 3 kali baris ketiga pada baris kedua dan -3 kali baris ketiga pada
baris pertama1 2 00 1 00 0 1 −14 6 313 −5 −35 −2 −1 .
5. Menambahkan -2 kali baris kedua pada baris pertama1 0 00 1 00 0 1 −40 16 913 −5 −35 −2 −1 .
Jadi = −40 16 913 −5 −35 −2 −1 .
2.5 Determinan
Definisi 2.12 (Howard Anton, 2000) Misalkan A adalah matriks kuadrat. Fungsi
determinan dinyatakan oleh det (A) sebagian jumlah semua hasil kali elementer
bertanda dari A.
Contoh 2.3: Akan ditentukan determinan dari matriks 2x2 dengan := .
Penyelesaian :det( ) = − .
Contoh 2.4: Akan ditentukan determinan dari matriks 3x3 dengan :
= .
Penyelesaian :det( ) = + + − − −
.
BAB III
METODOLOGI PENELITIAN
1. Aturan Pendiagonalan Matriks (Suryana, 1971) :
a. Diketahui matriks sembarang A yang berukuran n x n.
b. Akan dicari matriks P dan matriks Q. Matriks P dicari dengan
menggunakan operasi elementer baris, sedangkan matriks Q dicari dengan
menggunakan operasi elementer kolom.
c. Setelah didapatkan matriks P dan matriks Q, akan ditentukan matriks ∆
yaitu ∆ = PAQ.
d. Kemudian akan dicari invers dari matriks ∆.
e. Selanjutnya akan ditentukan matriks G yaitu G = Q∆ P. G adalah
generalized inverse dari matriks A.
2. Aturan Algoritma (I.A Adetunde, dkk, 2010 ) :
a. Diberikan matriks A dengan ordo m x n rank r, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde r. Notasikan dengan M.
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) , ganti elemen lainnya dengan nol.
d. Transposkan matriks A.
e. Hasilnya berupa matriks G yang merupakan generalized inverse dari A.
Langkah-langkah metodologi penelitian diatas dapat digambarkan dalam
flowchart sebagai berikut :
III-2
jHasil
Gambar 3.1 Flowchart Metodologi Penelitian
Mulai
Aturan Pendiagonalan Matriks Aturan Algoritma
Menentukan Matriks P dan Matriks Q
dengan Menggunakan OBE
Matriks Diagonal ∆= PAQ
Menghitung Invers dari matriks ∆
= ∆
Hasil
Selesai
Temukan sembarang matriks minor non-
singular dengan orde r notasikan dengan M
Menghitung Invers dari M
Dalam matriks A, ganti setiap
elemen Matriks M dengan ( )
Transposkan dari
Matriks
Selain ( ) , ganti elemen
lainnya dengan nol
Transposkan matriks A
Hasil
Selesai
Matriks A
BAB IV
PEMBAHASAN DAN HASIL
4.1 Generalized Inverse
Selama ini yang diketahui matriks yang memiliki invers adalah matriks bujur
sangkar dan non singular. Akan tetapi bila diberikan permasalahan untuk matriks
yang tidak bujur sangkar, maka kita dapat menentukan invers dari matriks tersebut
yang disebut generalized inverse.
Definisi 4.1 (Searle, 1971) Jika matriks A berukuran m x n. Kemudian terdapat
matriks G berukuran n x m, maka G disebut Generalized inverse dari matriks A
apabila berlaku AGA = A. Adapun matriks G ini tidak tunggal. Ada dua cara
untuk menentukan generalized inverse dari sebuah matriks :
1. Aturan pendiagonalan matriks
2. Aturan algoritma
Berdasarkan metodologi penelitian pada Bab III, berikut ini akan diberikan
contoh matriks yang bujur sangkar berukuran n x n untuk menentukan generalized
inverse dengan menggunakan Aturan Pendiagonalan Matriks.
Contoh 4.1 : Akan ditentukan generalized inverse dari matriks A dengan ordo
3 x 3 dengan menggunakan aturan pendiagonalan matriks, yaitu :
= 4 1 21 1 53 1 3 .
Penyelesaian :
Adapun langkah-langkah untuk menentukan generalized inverse dengan
menggunakan aturan Pendiagonalan Matriks adalah sebagai berikut :
a. Diketahui matriks A ordo 3 x 3. Akan di cari matriks P dan matriks Q dengan
melakukan operasi baris elementer dan operasi kolom elementer. Untuk
matriks P dicari dengan operasi elementer baris :4 1 21 1 53 1 3 ||| 1 0 00 1 00 0 1 ↔
IV-2
1 1 54 1 23 1 3 ||| 0 1 01 0 00 0 1 3 − 3 1
1 1 54 1 20 − 2 − 12 ||| 0 1 01 0 00 −3 1 − 41 1 50 − 3 − 180 − 2 − 12 ||| 0 1 01 −4 00 −3 1 − 2 31 1 50 − 3 − 180 0 0 ||| 0 1 01 −4 0−2 3 −1 3 1 ,
sehingga diperoleh P :
= 0 1 01 −4 0−2 3⁄ −1 3⁄ 1 ,
untuk matriks Q dicari dengan operasi elementer kolom :
⎣⎢⎢⎢
⎢⎢⎡1 1 50 −3 −180 0 0− − −1 0 00 1 00 0 1 ⎦⎥⎥
⎥⎥⎥⎤ −
⎣⎢⎢⎢
⎢⎢⎡1 0 00 −3 −180 0 0− − −1 −1 −50 1 00 0 1 ⎦⎥⎥
⎥⎥⎥⎤ − 6
IV-3
⎣⎢⎢⎢
⎢⎢⎡1 0 00 −3 00 0 0− − −1 −1 10 1 −60 0 1 ⎦⎥⎥
⎥⎥⎥⎤,
sehingga diperoleh Q :
=
1 −1 10 1 −60 0 1 .
b. Setelah didapatkan P dan Q selanjutnya akan ditentukan matriks ∆ dengan
menggunakan persamaan ∆= , yaitu :∆=
= 0 1 01 −4 0−2 3⁄ −1 3⁄ 1 4 1 21 1 53 1 3 1 −1 10 1 −60 0 1
∆ = 1 0 00 −3 00 0 0 .
c. Kemudian akan dicari invers dari matriks ∆ , sehingga diperoleh :∆ = 1 0 00 −1 3⁄ 00 0 0 .
d. Selanjutnya akan ditentukan matriks yaitu = ∆ , yaitu := ∆
=
1 −1 10 1 −60 0 1 1 0 00 −1 3⁄ 00 0 0 0 1 01 −4 0−2 3⁄ −1 3⁄ 1
=
1 −1 0−1 4 00 0 0 ,
sehingga matriks adalah generalized inverse dari matriks A yaitu:
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=
1 3 −1 3 0−1 3 4 3 00 0 0 .
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari A
apabila berlaku A A = A, yaitu :
A =
4 1 21 1 53 1 3 1 3 −1 3 0−1 3 4 3 00 0 0 =
1 0 00 1 02 3 1 3 0
A A =
1 0 00 1 02 3 1 3 0 4 1 21 1 53 1 3 = 4 1 21 1 53 1 3 .
Jadi,  terbukti A A = A, adalah generalized inverse dari matriks A. Matriks
G ini tidak tunggal. Untuk menentukan generalized inverse lainnya dengan
menggunakan aturan pendiagonalan matriks sebagai berikut :
a. Diketahui matriks A ordo 3 x 3. Akan di cari matriks P dan matriks Q dengan
melakukan operasi baris elementer dan operasi kolom elementer. Untuk
matriks P dicari dengan operasi elementer baris :4 1 21 1 53 1 3 ||| 1 0 00 1 00 0 1 − 40 −3 −18 | 1 −4 01 1 5 | 0 1 03 1 3 | 0 0 1 3 − 3 20 −3 −18 | 1 −4 01 1 5 | 0 1 00 −2 −12 | 0 −3 1 − 3 20 0 0 | 1 1 2 −3 21 1 5 | 0 1 00 −2 12 | 0 −3 1 ,
sehingga diperoleh P :
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= 1 1 2 −3 20 1 00 −3 1 ,
untuk  matriks Q dicari dengan operasi elementer kolom :
⎣⎢⎢⎢
⎢⎢⎡0 0 01 1 50 −2 −12− − −1 0 00 1 00 0 1 ⎦⎥⎥
⎥⎥⎥⎤ − 5
⎣⎢⎢⎢
⎢⎢⎡0 0 01 1 00 −2 −2− − −1 0 00 1 −50 0 1 ⎦⎥⎥
⎥⎥⎥⎤ −
⎣⎢⎢⎢
⎢⎢⎡0 0 01 1 00 0 −2− − −1 0 00 6 −50 −1 1 ⎦⎥⎥
⎥⎥⎥⎤ −
⎣⎢⎢⎢
⎢⎢⎡ 0 0 00 1 00 0 −2− − −1 0 0−6 6 −51 −1 1 ⎦⎥⎥
⎥⎥⎥⎤,
sehingga diperoleh Q :
=
1 0 0−6 6 −51 −1 1 .
b. Setelah didapatkan P dan Q selanjutnya akan ditentukan matriks ∆ dengan
menggunakan persamaan ∆= , yaitu :
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∆ =
= 1 1 2 −3 20 1 00 −3 1 4 1 21 1 53 1 3 1 0 0−6 6 −51 −1 1
∆ = 0 0 00 1 00 0 −2 .
c. Kemudian akan dicari invers dari matriks ∆, sehingga diperoleh :
∆ = 0 0 00 1 00 0 −1 2 .
d. Selanjutnya akan ditentukan matriks yaitu = ∆ , yaitu := ∆
=
1 0 0−6 6 −51 −1 1 0 0 00 1 00 0 −1 2 1 1 2 −3 20 1 00 −3 1
=
0 0 00 −3 2 5 20 1 2 −1 2 ,
sehingga matriks adalah generalized inverse dari matriks A yaitu:
=
0 0 00 −3 2 5 20 1 2 −1 2 .
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari A apabila
berlaku A A = A, yaitu :
A =
4 1 21 1 53 1 3 0 0 00 −3 2 5 20 1 2 −1 2 = 0
−1 2 3 20 1 00 0 0
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A A =
0 −1 2 3 20 1 00 0 0 4 1 21 1 53 1 3 = 4 1 21 1 53 1 3 .
Jadi,  terbukti A A = A, adalah generalized inverse dari matriks A. Matriks
G ini tidak tunggal. Untuk menentukan generalized inverse lainnya dengan
menggunakan aturan pendiagonalan matriks sebagai berikut :
a. Diketahui matriks A ordo 3 x 3. Akan di cari matriks P dan matriks Q dengan
melakukan operasi baris elementer dan operasi kolom elementer. Untuk
matriks P dicari dengan operasi elementer baris :4 1 21 1 53 1 3 ||| 1 0 00 1 00 0 1 1 − 31 0 −1 | 1 0 −11 1 5 | 0 1 03 1 3 | 0 0 1 − 31 0 −1 | 1 0 −11 1 5 | 0 1 00 −2 −12 | 0 −3 1 −1 0 −1 | 1 0 −10 1 6 | −1 1 00 −2 −12 | 0 −3 1 + 1 21 0 −1 | 1 0 −10 0 0 | −1 −1 2 3 20 −2 −12 | 0 −3 1 +1 0 −1 | 0 −1 2 1 20 0 0 | −1 −1 2 3 20 −2 12 | 0 −3 1 ,
sehingga diperoleh P :
= 0 −1 2 1 2−1 −1 2 3 20 −3 1 ,
untuk  matriks Q dicari dengan operasi elementer kolom :
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⎣⎢⎢⎢
⎢⎢⎡1 0 −10 0 00 −2 −12− − −1 0 00 1 00 0 1 ⎦⎥⎥
⎥⎥⎥⎤ +
⎣⎢⎢⎢
⎢⎢⎡1 0 00 0 00 −2 −2− − −1 0 10 1 00 0 1 ⎦⎥⎥
⎥⎥⎥⎤ − 1 6
⎣⎢⎢⎢
⎢⎢⎢⎡
1 0 00 0 00 0 −12− − −1 −1 6 10 1 00 −1 6 1 ⎦⎥⎥
⎥⎥⎥⎥
⎤
,
sehingga diperoleh Q :
=
1 −1 6 10 1 00 −1 6 1 .
b. Setelah didapatkan P dan Q selanjutnya akan ditentukan matriks ∆ dengan
menggunakan persamaan ∆= , yaitu :∆ =
= 0 −1 2 1 2−1 −1 2 3 20 −3 1 4 1 21 1 53 1 3 1
−1 6 10 1 00 −1 6 1
∆ = 1 0 00 0 00 0 −12 .
c. Kemudian akan dicari invers dari matriks ∆ diperoleh :
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∆ = 1 0 00 0 00 0 −1 12 .
d. Selanjutnya akan ditentukan matriks yaitu = ∆ , yaitu := ∆
=
0 0 00 1 00 0 −1 2 1 0 00 0 00 0 −1 12 0
−1 2 1 2−1 −1 2 3 20 −3 1
=
0 −3 12 5 120 0 00 3 12 −1 12 ,
sehingga matriks adalah generalized inverse dari matriks A yaitu:
=
0 −3 12 5 120 0 00 3 12 −1 12 .
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari A
apabila berlaku A A = A, yaitu :
A =
4 1 21 1 53 1 3 0 −3 12 5 120 0 00 3 12 −1 12 =
1 0 −1 120 1 00 0 −1 12
A A =
1 0 −1 120 1 00 0 −1 12 4 1 21 1 53 1 3 = 4 1 21 1 53 1 3 .
Jadi,  terbukti A A = A, adalah generalized inverse dari matriks A. Matriks G
ini tidak tunggal.
Berikut ini akan diberikan contoh matriks yang bujur sangkar berukuran
n x n untuk menentukan generalized inverse dengan menggunakan Aturan
Algoritma dengan rank 2.
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Contoh 4.2 : Akan ditentukan generalized inverse dari matriks A dengan ordo
3 x 3 dengan menggunakan aturan algoritma, yaitu := 4 1 21 1 53 1 3 .
Penyelesaian :
Akan ditentukan rank dari matriks A dengan menggunakan operasi baris
elementer sebagai berikut :4 1 21 1 53 1 3 ↔ 1 1 54 1 23 1 3 − 31 1 54 1 20 −2 −12 − 4 1 1 50 −3 −180 −2 −12 − 2 31 1 50 −3 −180 0 0 ,
Jadi rank dari matriks A adalah 2.
Adapun langkah-langkah untuk menentukan generalized inverse dengan
menggunakan aturan algoritma adalah sebagai berikut :
a. Diberikan matriks A dengan ordo 3x3 dengan rk(A) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 4 11 1 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 1 −1−1 4 ; ( ) = 1 3 −1 3−1 3 4 3 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
A=
1 3 −1 3 0−1 3 4 3 00 0 0 .
d. Transposkan matriks A,
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= 1 3 −1 3 0−1 3 4 3 00 0 0 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari A,
=
1 3 −1 3 0−1 3 4 3 00 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks A.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari A apabila
berlaku A A =A ,
A =
4 1 21 1 53 1 3 1 3 −1 3 0−1 3 4 3 00 0 0 =
1 0 00 1 02 3 1 3 0
A A =
1 0 00 1 02 3 1 3 0 4 1 21 1 53 1 3 = 4 1 21 1 53 1 3 .
jadi,  terbukti A A = A, adalah generalized inverse dari matriks A.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks A dengan ordo 3x3 dengan rk(A) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 1 21 5 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 5 −2−1 1 ; ( ) = 5 3 −1 3−2 3 1 3 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
A=
0 5 3 −1 30 −2 3 1 30 0 0 .
d. Transposkan matriks A,
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= 0 0 05 3 −2 3 0−1 3 1 3 0 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari A,
=
0 0 05 3 −2 3 0−1 3 1 3 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks A.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari A apabila
berlaku A A = A,
A =
4 1 21 1 53 1 3 0 0 05 3 −2 3 0−1 3 1 3 0 = 1 0 00 1 02 3 1 3 0
A A =
1 0 00 1 02 3 1 3 0 4 1 21 1 53 1 3 = 4 1 21 1 53 1 3 .
Jadi,  terbukti A A = A, adalah generalized inverse dari matriks A.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks A dengan ordo 3x3 dengan rk(A) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 1 51 3 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 3 −5−1 1 ; ( ) = −3 2 1 25 2 −1 2 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
A=
0 0 00 −3 2 1 20 5 2 −1 2 .
d. Transposkan matriks A,
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= 0 0 00 −3 2 5 20 1 2 −1 2 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari A,
=
0 0 00 −3 2 5 20 1 2 −1 2 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks A.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari A apabila
berlaku A A = A,
A =
4 1 21 1 53 1 3 0 0 00 −3 2 5 20 1 2 −1 2 = 0 −1 2 3 20 1 00 0 0
A A =
0 −1 2 3 20 1 00 0 0 4 1 21 1 53 1 3 = 4 1 21 1 53 1 3 .
Jadi,  terbukti A A = A, adalah generalized inverse dari matriks A.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks A dengan ordo 3x3 dengan rk(A) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 1 53 3 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 3 −5−3 1 ; ( ) = −3 12 3 125 12 −1 12 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
A=
0 0 0−3 12 0 3 125 12 0 −1 12 .
d. Transposkan matriks A,
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= 0 −3 12 5 120 0 00 3 12 −1 12 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari A,
=
0 −3 12 5 120 0 00 3 12 −1 12 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks A.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari A apabila
berlaku A A = A,
A =
4 1 21 1 53 1 3 0 −3 12 5 120 0 00 3 12 −1 12 = 0 −6 12 18 120 1 00 0 1
A A =
0 −6 12 18 120 1 00 0 1 4 1 21 1 53 1 3 = 4 1 21 1 53 1 3 .
Jadi,  terbukti A A = A, adalah generalized inverse dari matriks A.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks A dengan ordo 3x3 dengan rk(A) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 1 21 3 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 3 −2−1 1 ; ( ) = 3 −1−2 1 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol yaitu :
A=
0 3 −10 0 00 −2 1 .
d. Transposkan matriks A,
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= 0 0 03 0 −2−1 0 1 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari A,
=
0 0 03 0 −2−1 0 1 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks A.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari A apabila
berlaku A A = A,
A =
4 1 21 1 53 1 3 0 0 03 0 −2−1 0 1 = 1 0 0−2 0 30 0 1
A A =
1 0 0−2 0 30 0 1 4 1 21 1 53 1 3 = 4 1 21 1 53 1 3 .
Jadi,  terbukti A A = A, adalah generalized inverse dari matriks A.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks A dengan ordo 3x3 dengan rk(A) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 4 21 5 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 5 −2−1 4 ; ( ) = 5 18 −1 18−2 18 4 18 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
A=
5 18 0 −1 18−2 18 0 4 180 0 0 .
d. Transposkan matriks A,
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= 5 18 −2 18 00 0 0−1 18 4 18 0 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari A,
=
5 18 −2 18 00 0 0−1 18 4 18 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks A.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari A apabila
berlaku A A = A,
A =
4 1 21 1 53 1 3 5 18 −2 18 00 0 0−1 18 4 18 0 = 1 0 00 1 012 18 6 18 0
A A =
1 0 00 1 012 18 6 18 0 4 1 21 1 53 1 3 = 4 1 21 1 53 1 3 .
Jadi,  terbukti A A = A, adalah generalized inverse dari matriks A.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks A dengan ordo 3x3 dengan rk(A) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 1 13 1 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 1 −1−3 1 ; ( ) = −1 2 3 21 2 −1 2 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
A=
0 0 0−1 2 3 2 01 2 −1 2 0 .
d. Transposkan matriks A,
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= 0 −1 2 1 20 3 2 −1 20 0 0 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari A,
=
0 −1 2 1 20 3 2 −1 20 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks A.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari A apabila
berlaku A A = A,
A =
4 1 21 1 53 1 3 0 −1 2 1 20 3 2 −1 20 0 0 = 0 −1 2 3 20 1 00 0 1
A A =
0 −1 2 3 20 1 00 0 1 4 1 21 1 53 1 3 = 4 1 21 1 53 1 3 .
Jadi,  terbukti A A = A, adalah generalized inverse dari matriks A.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks A dengan ordo 3x3 dengan rk(A) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 4 23 3 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 16 3 −2−3 4 ; ( ) = 3 6 −3 6−2 6 4 6 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
A=
3 6 0 −3 60 0 0−2 6 0 4 6 .
d. Transposkan matriks A,
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= 3 6 0 −2 60 0 0−3 6 0 4 6 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari A,
=
3 6 0 −2 60 0 0−3 6 0 4 6 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks A.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari A apabila
berlaku A A = A,
A =
4 1 21 1 53 1 3 3 6 0 −2 60 0 0−3 6 0 4 6 = 1 0 0−2 0 30 0 1
A A =
1 0 0−2 0 30 0 1 4 1 21 1 53 1 3 = 4 1 21 1 53 1 3 .
Jadi,  terbukti A A = A, adalah generalized inverse dari matriks A.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks A dengan ordo 3x3 dengan rk(A) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 4 13 1 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 1 −1−3 4 ; ( ) = 1 −3−1 4 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
A=
1 −3 00 0 0−1 4 0 .
d. Transposkan matriks A,
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= 1 0 −1−3 0 40 0 0 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari A,
=
1 0 −1−3 0 40 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks A.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari A apabila
berlaku A A = A,
A =
4 1 21 1 53 1 3 1 0 −1−3 0 40 0 0 = 1 0 0−2 0 30 0 1
A A =
1 0 0−2 0 30 0 1 4 1 21 1 53 1 3 = 4 1 21 1 53 1 3 .
Jadi,  terbukti A A = A, adalah generalized inverse dari matriks A.
Dengan ditunjukkan A A = A , adalah generalized inverse dari
matriks A. Dari hasil diatas dapat dilihat bahwa generalized inverse dari matriks A
adalah tidak tunggal. Untuk ordo matriks 3 x 3 akan mempunyai 9 generalized
inverse dari matriks A.
Contoh 4.3 : Akan ditentukan generalized inverse dari matriks B dengan ordo
3 x 4 dengan menggunakan aturan algoritma, yaitu := 130 271 512−3 24−2 .
Penyelesaian :
Akan dicari rank dari matriks B dengan menggunakan operasi baris elementer,
yaitu :1 2 5 23 7 12 40 1 −3 −2 − 3
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1 2 5 20 1 −3 −20 1 −3 −2 −1 2 5 20 1 −3 −20 0 0 0 ,
maka diperoleh rk(A) = 2.
Adapun langkah-langkah untuk menentukan generalized inverse dengan
menggunakan aturan algoritma adalah sebagai berikut :
a. Diberikan matriks B dengan ordo 3x4 dengan rk(B) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 1 23 7 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 7 −2−3 1 ; ( ) = 7 −3−2 1 .
c. Dalam matriks B, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
B=
7 −3 0 0−2 1 0 00 0 0 0 .
d. Transposkan matriks B,
= 7 −2 0−3 1 00 0 00 0 0 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari B.
=
7 −2 0−3 1 00 0 00 0 0
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks B.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari B apabila
berlaku B B = B,
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B =
130 271 512−3 24−2 7 −2 0−3 1 00 0 00 0 0 = 1 0 00 1 0−3 1 0
B B =
1 0 00 1 0−3 1 0 130 271 512−3 24−2 = 130 271 512−3 24−2 .
Jadi,  terbukti B B = B, adalah generalized inverse dari matriks B.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks B dengan ordo 3x4 dengan rk(B) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 5 212 4 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 4 −2−12 5 ; ( ) = −1 32 4 −5 4 .
c. Dalam matriks B, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
B=
0 0 −10 0 2 40 0 0 3−5 40
d. Transposkan matriks B,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 00 0 0−1 2 4 03 −5 4 0⎦⎥⎥⎥
⎤
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari B ,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 00 0 0−1 2 4 03 −5 4 0⎦⎥⎥⎥
⎤
.
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Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks B.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari B apabila
berlaku B B = B,
B =
130 271 512−3 24−2 ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 00 0 0−1 2 4 03 −5 4 0⎦⎥⎥⎥
⎤ = 1 0 00 1 0−3 1 0
B B =
1 0 00 1 0−3 1 0 130 271 512−3 24−2 = 130 271 512−3 24−2 .
Jadi,  terbukti B B = B, adalah generalized inverse dari matriks B.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks B dengan ordo 3x4 dengan rk(B) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde r. Notasikan dengan M,=M = 1 20 1 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 1 −20 1 ; ( ) = 1 0−2 1 .
c. Dalam matriks B, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
B=
1 0 00 0 0−2 1 0 000 .
d. Transposkan matriks B,
= 1 0 −20 0 10 0 00 0 0 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari B,
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=
1 0 −20 0 10 0 00 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks B.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari B apabila
berlaku B B = B,
B =
130 271 512−3 24−2 1 0 −20 0 10 0 00 0 0 = 1 0 03 0 10 0 1
B B =
1 0 03 0 10 0 1 130 271 512−3 24−2 = 130 271 512−3 24−2 .
Jadi,  terbukti B B = B, adalah generalized inverse dari matriks B.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks B dengan ordo 3x4 dengan rk(B) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 5 2−3 −2 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= −2 −23 5 ; ( ) = 2 4 −3 42 4 −5 4 .
c. Dalam matriks B, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
B=
0 0 2 4 −3 40 0 0 00 0 2 4 −5 4 .
d. Transposkan matriks B,
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= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 00 0 02 4 0 2 4−3 4 0 −5 4⎦⎥⎥⎥
⎤.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari B,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 00 0 02 4 0 2 4−3 4 0 −5 4⎦⎥⎥⎥
⎤
.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks B.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari B apabila
berlaku B B = B,
B =
130 271 512−3 24−2 ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 00 0 02 4 0 2 4−3 4 0 −5 4⎦⎥⎥⎥
⎤ = 1 0 03 0 10 0 1
B B =
1 0 03 0 10 0 1 130 271 512−3 24−2 = 130 271 512−3 24−2 .
Jadi,  terbukti B B = B, adalah generalized inverse dari matriks B.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks B dengan ordo 3x4 dengan rk(B) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 1 23 4 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 4 −2−3 1 ; ( ) = −2 3 21 −1 2 .
c. Dalam matriks B, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
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B =
−2 0 0 3 21 0 0 −1 20 0 0 0 .
d. Transposkan matriks B,
= ⎣⎢⎢⎡
−2 1 00 0 00 0 03 2 −1 2 0⎦⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari B,
= ⎣⎢⎢⎡
−2 1 00 0 00 0 03 2 −1 2 0⎦⎥⎥
⎤
.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks B.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari B apabila
berlaku B B = B,
B =
130 271 512−3 24−2 ⎣⎢⎢⎡
−2 1 00 0 00 0 03 2 −1 2 0⎦⎥⎥
⎤ = 1 0 00 1 0−3 1 1
B B =
1 0 00 1 0−3 1 1 130 271 512−3 24−2 = 130 271 512−3 24−2 .
Jadi,  terbukti B B = B, adalah generalized inverse dari matriks B.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks B dengan ordo 3x4 dengan rk(B) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 1 20 −2 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= −2 −20 1 ; ( ) = 1 01 −1 2 .
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c. Dalam matriks B, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
B=
1 0 0 00 0 0 01 0 0 −1 2 .
d. Transposkan matriks B,
= ⎣⎢⎢⎡
1 0 10 0 00 0 00 0 −1 2⎦⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari B,
=⎣⎢⎢
⎡1 0 10 0 00 0 00 0 −1 2⎦⎥⎥
⎤
.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks B.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari B apabila
berlaku B B = B,
B =
130 271 512−3 24−2 ⎣⎢⎢⎡
1 0 10 0 00 0 00 0 −1 2⎦⎥⎥
⎤ = 1 0 03 0 10 0 1
B B =
1 0 03 0 10 0 1 130 271 512−3 24−2 = 130 271 512−3 24−2 .
Jadi,  terbukti B B = B, adalah generalized inverse dari matriks B.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks B dengan ordo 3x4 dengan rk(B) =2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 2 57 12 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,
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= 12 −5−7 2 ; ( ) = −12 11 7 115 11 −2 11 .
c. Dalam matriks B, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
B=
0 −12 11 7 11 00 5 11 −2 11 00 0 0 0 .
d. Transposkan matriks B,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 0−12 11 5 11 07 11 −2 11 00 0 0⎦⎥⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari B.
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 0−12 11 5 11 07 11 −2 11 00 0 0⎦⎥⎥⎥
⎤
.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks B.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari B apabila
berlaku B B = B,
B =
130 271 512−3 24−2 ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 0−12 11 5 11 07 11 −2 11 00 0 0⎦⎥⎥⎥
⎤ = 1 0 00 1 0−3 1 0
B B =
1 0 00 1 0−3 1 0 130 271 512−3 24−2 = 130 271 512−3 24−2 .
Jadi,  terbukti B B = B, adalah generalized inverse dari matriks B.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
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a. Diberikan matriks B dengan ordo 3x4 dengan rk(B) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 2 51 −3 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= −3 −5−1 2 ; ( ) = 3 11 1 115 11 −2 11 .
c. Dalam matriks B, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
B=
0 3 11 1 11 00 0 0 00 5 11 −2 11 0 .
d. Transposkan matriks B,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 0−3 11 0 5 111 11 0 −2 110 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari B,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 0−3 11 0 5 111 11 0 −2 110 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤
.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks B.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari B apabila
berlaku B B = B,
B =
130 271 512−3 24−2 ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 0−3 11 0 5 111 11 0 −2 110 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤ = 1 0 03 0 10 0 1
B B =
1 0 03 0 10 0 1 130 271 512−3 24−2 = 130 271 512−3 24−2 .
Jadi,  terbukti B B = B, adalah generalized inverse dari matriks B.
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Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks B dengan ordo 3x4 dengan rk(B) =2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 2 27 4 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 4 −2−7 2 ; ( ) = −4 6 7 62 6 −2 6 .
c. Dalam matriks B, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
B=
0 −4 6 0 7 60 2 6 0 −2 60 0 0 0 .
d. Transposkan matriks B,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 0−4 6 2 6 00 0 07 6 −2 6 0⎦⎥⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari B,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 0−4 6 2 6 00 0 07 6 −2 6 0⎦⎥⎥⎥
⎤
.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks B.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari B apabila
berlaku B B = B,
B =
130 271 512−3 24−2 ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 0−4 6 2 6 00 0 07 6 −2 6 0⎦⎥⎥⎥
⎤ = 1 0 00 1 0−3 1 0
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B B =
1 0 00 1 0−3 1 0 130 271 512−3 24−2 = 130 271 512−3 24−2 .
Jadi,  terbukti B B = B, adalah generalized inverse dari matriks B.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks B dengan ordo 3x4 dengan rk(B) =2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 2 21 −2 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= −2 −2−1 2 ; ( ) = 2 6 1 62 6 −2 6 .
c. Dalam matriks B, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
B=
0 2 6 0 1 60 0 0 00 2 6 0 −2 6 .
d. Transposkan matriks B,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 02 6 0 2 60 0 01 6 0 −2 6⎦⎥⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari B,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 02 6 0 2 60 0 01 6 0 −2 6⎦⎥⎥⎥
⎤
.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks B.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari B apabila
berlaku B B = B,
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B =
130 271 512−3 24−2 ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 02 6 0 2 60 0 01 6 0 −2 6⎦⎥⎥⎥
⎤ = 1 0 03 0 10 0 1
B B =
1 0 03 0 10 0 1 130 271 512−3 24−2 = 130 271 512−3 24−2 .
Jadi,  terbukti B B = B, adalah generalized inverse dari matriks B.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks B dengan ordo 3x4 dengan rk(B) =2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 7 41 −2 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= −2 −4−1 7 ; ( ) = 2 18 1 184 18 −7 18 .
c. Dalam matriks B, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
B=
0 0 0 00 2 18 0 1 180 4 18 0 −7 18 .
d. Transposkan matriks B,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 00 2 18 4 180 0 00 1 18 −7 18⎦⎥⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari B,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 00 2 18 4 180 0 00 1 18 −7 18⎦⎥⎥⎥
⎤
.
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Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks B.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari B apabila
berlaku B B = B,
B =
130 271 512−3 24−2 ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 00 2 18 4 180 0 00 1 18 −7 18⎦⎥⎥⎥
⎤ = 0 6 18 −6 180 1 00 0 1
B B =
0 6 18 −6 180 1 00 0 1 130 271 512−3 24−2 = 130 271 512−3 24−2 .
Jadi,  terbukti B B = B, adalah generalized inverse dari matriks B.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks B dengan ordo 3x4 dengan rk(B) = 2, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 12 4−3 −2 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 2 −43 12 ; ( ) = 2 12 −3 124 12 −1 .
c. Dalam matriks B, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
B=
0 0 0 00 0 2 12 −3 120 0 4 12 −1 .
d. Transposkan matriks B,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 00 0 00 2 12 4 120 −3 12 −1 ⎦⎥⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari B.
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= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 00 0 00 2 12 4 120 −3 12 −1 ⎦⎥⎥⎥
⎤.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks B.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari B apabila
berlaku B B = B,
B =
130 271 512−3 24−2 ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 00 0 00 2 12 4 120 −3 12 −1 ⎦⎥⎥⎥
⎤ = 0 4 12 −4 120 1 00 0 1
B B =
0 4 12 −4 120 1 00 0 1 130 271 512−3 24−2 = 130 271 512−3 24−2 .
Jadi,  terbukti B B = B, adalah generalized inverse dari matriks B.
Dengan ditunjukkan B B = B , adalah generalized inverse dari
matriks B. Dari hasil diatas dapat dilihat bahwa generalized inverse dari
matriks B adalah tidak tunggal. Untuk ordo matriks 3 x 4 akan mempunyai 12
generalized inverse dari matriks B.
Contoh 4.4 : Akan ditentukan generalized inverse dari matriks C dengan ordo 4
x 4 dengan menggunakan aturan algoritma.
= 5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 .
Penyelesaian :
Akan dicari rank dari matriks C dengan menggunakan operasi baris elementer
sebagai berikut :
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5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 −5 3 1 −43 2 1 721 13 5 23 2 1 7 −5 3 1 −43 2 1 721 13 5 20 0 0 0 −2 1 0 −113 2 1 721 13 5 20 0 0 0 − 72 1 0 −113 2 1 70 −1 −2 −470 0 0 0 −−1 −1 −1 −183 2 1 70 −1 −2 −470 0 0 0 + 3−1 −1 −1 −180 −1 −2 −470 −1 −2 −470 0 0 0 −−1 −1 −1 −180 −1 −2 −470 0 0 00 0 0 0 .
Maka akan diperoleh rank dari matriks C adalah 2.
Adapun langkah-langkah untuk menentukan generalized inverse dengan
menggunakan aturan algoritma adalah sebagai berikut :
IV-35
a. Diberikan matriks C dengan ordo 4x4 rk (C) = 2, temukan sembarang matriks
minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 3 15 2 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 2 −1−5 3 ; ( ) = 2 −5−1 3 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
C=
0 2 −5 00 −1 −1 00 0 0 00 0 0 0 .
d. Transposkan matriks C,
= 0 0 0 02 −1 0 0−5 3 0 00 0 0 0 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari C,
=
0 0 0 02 −1 0 0−5 3 0 00 0 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks C.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari C apabila
berlaku C C = C,
C =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7
0 0 0 02 −1 0 0−5 3 0 00 0 0 0 =
1 0 0 00 1 0 01 2 0 0−1 1 0 0
C C =
1 0 0 00 1 0 01 2 0 0−1 1 0 0
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7
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Karena  terbukti C C = C, adalah generalized inverse dari matriks C
dan ini adalah tidak tunggal.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks C dengan ordo 4x4 rk (C) = 2, temukan sembarang matriks
minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 5 38 5 .
a. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 5 −3−8 5 ; ( ) = 5 −8−3 5 .
b. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
C=
5 −8 0 0−3 5 0 00 0 0 00 0 0 0 .
c. Transposkan matriks C,
= 5 −3 0 0−8 5 0 00 0 0 00 0 0 0 .
d. Hasilnya berupa matriks generalized inverse dari C,
=
5 −3 0 0−8 5 0 00 0 0 00 0 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks C.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari C apabila
berlaku C C = C,
C =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7
5 −3 0 0−8 5 0 00 0 0 00 0 0 0 =
1 0 0 00 1 0 01 2 0 0−1 1 0 0
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C C =
1 0 0 00 1 0 01 2 0 0−1 1 0 0
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 .
Karena  terbukti C C = C, adalah generalized inverse dari matriks C dan
ini adalah tidak tunggal.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks C dengan ordo 4x4 rk (C) = 2, temukan sembarang matriks
minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 1 −42 3 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 3 4−2 1 ; ( ) = 3 11 −2 114 11 1 11 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol.
C= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 3 11 −2 110 0 4 11 1 110 0 0 00 0 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤
.
d. Transposkan matriks C,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 0 00 0 0 03 11 4 11 0 0−2 11 1 11 0 0⎦⎥⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari C.
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 0 00 0 0 03 11 4 11 0 0−2 11 1 11 0 0⎦⎥⎥⎥
⎤
.
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Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks C.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari C apabila
berlaku C C = C,
C =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 0 00 0 0 03 11 4 11 0 0−2 11 1 11 0 0⎦⎥⎥⎥
⎤ = 1 0 0 00 1 0 01 2 0 0−1 1 0 0
C C =
1 0 0 00 1 0 01 2 0 0−1 1 0 0
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 .
Karena  terbukti C C = C, adalah generalized inverse dari matriks C .
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks C dengan ordo 4x4 rk (C) = 2, temukan sembarang matriks
minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 21 133 2 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 2 −13−3 21 ; ( ) = 2 3 −1−13 3 7 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
C = ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 0 00 0 0 02 3 −1 0 0−13 3 7 0 0⎦⎥⎥⎥
⎤
.
d. Transposkan matriks C,
= ⎣⎢⎢⎡
0 0 2 3 −13 30 0 −1 70 0 0 00 0 0 0 ⎦⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari C.
IV-39
= ⎣⎢⎢
⎡0 0 2 3 −13 30 0 −1 70 0 0 00 0 0 0 ⎦⎥⎥
⎤
.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks C.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari C apabila
berlaku C C = C,
= 5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 ⎣⎢⎢⎡
0 0 2 3 −13 30 0 −1 70 0 0 00 0 0 0 ⎦⎥⎥
⎤ = ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 1 3 −2 30 0 1 3 1 30 0 0 00 0 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤
C C= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 1 3 −2 30 0 1 3 1 30 0 0 00 0 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤ 5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 .
Karena  terbukti C C = C, adalah generalized inverse dari matriks.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks C dengan ordo 4x4 rk (C) = 2, temukan sembarang matriks
minor non-singular dengan orde r. Notasikan dengan M,=M = 5 21 7 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 7 −2−1 5 ; ( ) = 7 33 −1 33−2 33 5 33 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
C= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 0 00 0 0 00 0 7 33 −1 330 0 −2 33 5 33 ⎦⎥⎥⎥
⎤
.
d. Transposkan matriks C,
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= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 0 00 0 0 00 0 7 33 −2 330 0 −1 33 5 33 ⎦⎥⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari C.
=⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 0 00 0 0 00 0 7 33 −2 330 0 −1 33 5 33 ⎦⎥⎥⎥
⎤
.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks C.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari C apabila
berlaku C C = C,
C =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 0 00 0 0 00 0 7 33 −2 330 0 −1 33 5 33 ⎦⎥⎥⎥
⎤ = ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 11 33 −22 330 0 11 33 11 330 0 1 00 0 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤
C C =⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 11 33 −22 330 0 11 33 11 330 0 1 00 0 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤ 5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 .
Karena  terbukti C C = C, adalah generalized inverse dari matriks C.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks C dengan ordo 4x4 rk (C) =2 , temukan sembarang matriks
minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 13 52 1 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 1 −5−2 13 ; ( ) = 1 3 −5 3−2 3 13 3 .
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c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
C=⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 0 00 0 0 00 1 3 −2 3 00 −5 3 13 3 0⎦⎥⎥⎥
⎤.
d. Transposkan matriks C,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 0 00 0 1 3 −5 30 0 −2 3 13 30 0 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari C.
= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 0 00 0 1 3 −5 30 0 −2 3 13 30 0 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤
.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks C.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari C apabila
berlaku C C = C.
C =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 0 00 0 1 3 −5 30 0 −2 3 13 30 0 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤ = ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 1 3 −2 30 0 1 3 1 30 0 0 00 0 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤
C C= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 1 3 −2 30 0 1 3 1 30 0 0 00 0 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤ 5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 .
Karena  terbukti C C = C, adalah generalized inverse dari matriks C.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks C dengan ordo 4x4 rk (C) =2, temukan sembarang matriks
minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,
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=M = 5 −43 7 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 7 4−3 5 ; ( ) = 7 47 −3 474 47 5 47 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
C= ⎣⎢⎢⎢
⎡16 47 0 0 −3 470 0 0 00 0 0 04 47 0 0 5 47 ⎦⎥⎥⎥
⎤.
d. Transposkan matriks C,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 7 47 0 0 4 470 0 0 00 0 0 0−3 47 0 0 5 47⎦⎥⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari C.
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 7 47 0 0 4 470 0 0 00 0 0 0−3 47 0 0 5 47⎦⎥⎥⎥
⎤
.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks C.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari C apabila
berlaku C C = C,
C =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 ⎣⎢⎢⎢
⎡ 7 47 0 0 4 470 0 0 00 0 0 0−3 47 0 0 5 47⎦⎥⎥⎥
⎤ = 1 0 0 01 0 0 13 0 0 20 0 0 1
C C =
1 0 0 01 0 0 13 0 0 20 0 0 1
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 .
Karena  terbukti C C = C, adalah generalized inverse dari matriks C.
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Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks C dengan ordo 4x4 rk (C) =2 , temukan sembarang matriks
minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 5 33 2 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 2 −3−3 5 ; ( ) = 2 −3−3 5 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
C=
2 −3 0 00 0 0 00 0 0 0−3 5 0 0 .
d. Transposkan matriks C,
= 2 0 0 −3−3 0 0 50 0 0 00 0 0 0 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari C.
=
2 0 0 −3−3 0 0 50 0 0 00 0 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks C.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari C apabila
berlaku C C = C,
C =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7
2 0 0 −3−3 0 0 50 0 0 00 0 0 0 =
1 0 0 01 0 0 13 0 0 20 0 0 1
C C= 1 0 0 01 0 0 13 0 0 20 0 0 1
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 .
IV-44
Karena  terbukti C C = C, adalah generalized inverse dari matriks C.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks C dengan ordo 4x4 rk (C) = 2, temukan sembarang matriks
minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 1 −41 7 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 7 4−1 1 ; ( ) = 7 11 −1 114 11 1 11 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
C=⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 7 11 −1 110 0 0 00 0 0 00 0 4 11 1 11 ⎦⎥⎥⎥
⎤
.
d. Transposkan matriks C,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 0 00 0 0 07 11 0 0 4 11−1 11 0 0 1 11⎦⎥⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari C.
= ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 0 00 0 0 07 11 0 0 4 11−1 11 0 0 1 11⎦⎥⎥⎥
⎤
.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks C.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari C apabila
berlaku C C = C,
C =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 ⎣⎢⎢⎢
⎡ 0 0 0 00 0 0 07 11 0 0 4 11−1 11 0 0 1 11⎦⎥⎥⎥
⎤ = 1 0 0 01 0 0 13 0 0 20 0 0 1
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C C =
1 0 0 01 0 0 13 0 0 20 0 0 1
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 .
Karena  terbukti C C = C, adalah generalized inverse dari matriks C.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks C dengan ordo 4x4 rk (C) = 2, temukan sembarang matriks
minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 2 35 2 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 2 −3−3 2 ; ( ) = −2 11 5 113 11 −2 11 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
C= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 0 00 0 −2 11 5 110 0 −3 11 −2 110 0 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤
.
d. Transposkan matriks C,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 0 00 0 0 00 −2 11 3 11 00 5 11 −2 11 0⎦⎥⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari C.
=⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 0 00 0 0 00 −2 11 3 11 00 5 11 −2 11 0⎦⎥⎥⎥
⎤
.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks C.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari C apabila
berlaku C C = C,
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C =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 0 00 0 0 00 −2 11 3 11 00 5 11 −2 11 0⎦⎥⎥⎥
⎤
=
0 −2 1 00 1 0 00 0 1 00 3 −1 0
C C=
0 −2 1 00 1 0 00 0 1 00 3 −1 0
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 .
Karena  terbukti C C = C, adalah generalized inverse dari matriks C.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks C dengan ordo 4x4 rk (C) = 2, temukan sembarang matriks
minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 8 521 13 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 13 −5−21 8 ; ( ) = −13 215 −8 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
C=
0 0 0 0−13 21 0 05 −8 0 00 0 0 0 .
d. Transposkan matriks C,
= 0 −13 50 21 −80 0 0 0000 0 0 0 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari C.
=
0 −13 50 21 −80 0 0 0000 0 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks C.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari C apabila
berlaku C C = C,
IV-47
C =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7
0 −13 50 21 −80 0 0 0000 0 0 0 =
0 −2 1 00 1 0 00 0 1 00 3 −1 0
C C=
0 −2 1 00 1 0 00 0 1 00 3 −1 0
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 .
Karena  terbukti C C = C, adalah generalized inverse dari matriks C.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks C dengan ordo 4x4 rk (C) = 2, temukan sembarang matriks
minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 5 22 1 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 11 1 −2−2 5 ; ( ) = 1 −2−2 5 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
C =
0 0 0 00 1 −2 00 0 0 00 −2 5 0 .
d. Transposkan matriks C,
= 0 0 0 00 1 0 −20 −2 0 50 0 0 0 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari C.
=
0 0 0 00 1 0 −20 −2 0 50 0 0 0 .
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Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks C.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari C apabila
berlaku C C = C,
C =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7
0 0 0 00 1 0 −20 −2 0 50 0 0 0 =
0 1 0 −10 1 0 00 3 0 −10 0 0 1
C C=
0 1 0 −10 1 0 00 3 0 −10 0 0 1
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 .
Karena  terbukti C C = C, adalah generalized inverse dari matriks C.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks C dengan ordo 4x4 rk (C) = 2, temukan sembarang matriks
minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 8 53 2 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 2 −3−5 8 ; ( ) = 2 −3−5 8 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
C=
0 0 0 02 −3 0 00 0 0 0−5 8 0 0 .
d. Transposkan matriks C,
= 0 2 0 −50 −3 0 80 0 0 00 0 0 0 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari C.
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=
0 2 0 −50 −3 0 80 0 0 00 0 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks C.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari C apabila
berlaku C C = C,
C =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7
0 2 0 −50 −3 0 80 0 0 00 0 0 0 =
0 1 0 −10 1 0 00 3 0 −10 0 0 1
C C=
0 1 0 −10 1 0 00 3 0 −10 0 0 1
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 .
Karena  terbukti C C = C, adalah generalized inverse dari matriks C.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks C dengan ordo 4x4 rk (C) = 2, temukan sembarang matriks
minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 3 12 1 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 1 −1−2 3 ; ( ) = 1 −2−1 3 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
C=
0 1 −2 00 0 0 00 0 0 00 −1 0 0 .
d. Transposkan matriks C,
= 0 0 0 01 0 0 −1−2 0 0 30 0 0 0 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari C.
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=
0 0 0 01 0 0 −1−2 0 0 30 0 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks C.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari C apabila
berlaku C C = C,
C =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7
0 0 0 01 0 0 −1−2 0 0 30 0 0 0 =
0 1 0 −10 1 0 00 3 0 −10 0 0 1
C C=
0 1 0 −10 1 0 00 3 0 −10 0 0 1
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 .
Karena  terbukti C C = C, adalah generalized inverse dari matriks C.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks C dengan ordo 4x4 rk (C) = 2, temukan sembarang matriks
minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 8 23 1 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 1 −2−3 8 ; ( ) = 1 2 −3 2−1 4 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
C= ⎣⎢⎢⎡
0 0 0 01 2 0 −3 2 00 0 0 0−1 0 4 0⎦⎥⎥⎤.
d. Transposkan matriks C,
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= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 1 2 0 −10 0 0 00 −3 2 0 40 0 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari C.
= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 1 2 0 −10 0 0 00 −3 2 0 40 0 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤
.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks C.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari C apabila
berlaku C C = C,
C =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 ⎣⎢⎢⎢
⎡0 1 2 0 −10 0 0 00 −3 2 0 40 0 0 0 ⎦⎥⎥⎥
⎤ = 0 1 0 −10 1 0 00 3 0 −10 0 0 1
C C=
0 1 0 −10 1 0 00 3 0 −10 0 0 1
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 .
Karena  terbukti C C = C, adalah generalized inverse dari matriks C.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks C dengan ordo 4x4 rk (C) = 2, temukan sembarang matriks
minor non-singular dengan orde 2. Notasikan dengan M,=M = 2 31 7 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= 7 −3−1 2 ; ( ) = 7 11 −1 11−3 11 2 11 .
c. Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
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C=⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 0 00 0 7 11 −1 110 0 0 00 0 −3 11 2 11 ⎦⎥⎥⎥
⎤ .
d. Transposkan matriks C,
= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 0 00 0 0 00 7 11 0 −3 110 −1 11 0 2 11 ⎦⎥⎥⎥
⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari C.
= ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 0 00 0 0 00 7 11 0 −3 110 −1 11 0 2 11 ⎦⎥⎥⎥
⎤
.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks C.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari C apabila
berlaku C C = C,
C =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 ⎣⎢⎢⎢
⎡0 0 0 00 0 0 00 7 11 0 −3 110 −1 11 0 2 11 ⎦⎥⎥⎥
⎤ = 0 1 0 −10 1 0 00 3 0 −10 0 0 1
C C=
0 1 0 −10 1 0 00 3 0 −10 0 0 1
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 =
5 3 1 −48 5 2 321 13 5 23 2 1 7 .
Karena  terbukti C C = C, adalah generalized inverse dari matriks C.
Contoh 4.5 : Generalized Inverse Pada Matriks dengan rank 3
Akan dicari generalized inverse untuk matriks D dengan ordo 3 x 4 yaitu :
D =
1 3 2 31 4 1 31 3 5 4 .
Untuk menentukan rank dari matriks D dilakukan operasi baris elementer sebagai
berikut :
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1 3 2 31 4 1 31 3 5 4 −1 3 2 31 4 1 30 0 3 1 −1 3 2 30 1 −1 00 0 3 1 .
Jadi rk (D) = 3
Adapun langkah-langkah untuk menentukan generalized inverse dengan
menggunakan aturan algoritma adalah sebagai berikut :
a. Diberikan matriks D dengan ordo 3x4 dengan rk(D) = 3, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 3. Notasikan dengan M,=M = 1 3 31 4 31 3 4 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,= = 7 −3 −3−1 1 0−1 0 1 ; ( ) = 7 −1 −1−3 1 0−3 0 1 .
c. Dalam matriks D, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
D=
7 −1 0 −1−3 1 0 0−3 0 0 1 .
d. Transposkan matriks D,
= 7 −3 −3−1 1 00 0 0−1 0 1 .
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari D.
=
7 −3 −3−1 1 00 0 0−1 0 1 .
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Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks D.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari D apabila
berlaku D D = D,
D =
1 3 2 31 4 1 31 3 5 4 7 −3 −3−1 1 00 0 0−1 0 1 = 1 0 00 1 00 0 1
B B =
1 0 00 1 00 0 1 7 −3 −3−1 1 00 0 0−1 0 1 = 1 3 2 31 4 1 31 3 5 4 .
Jadi,  terbukti D D = D, adalah generalized inverse dari matriks D.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. Diberikan matriks D dengan ordo 3x4 dengan rk (D) = 3, temukan sembarang
matriks minor non-singular dengan orde 3. Notasikan dengan M,=M = 1 3 21 4 11 3 5 .
b. Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan ( ) ,
= 17 −9 −5−4 3 −1−1 0 1 ; ( ) = ⎣⎢⎢
⎡17 3 −4 3 −1 3−9 3 1 0−5 3 −1 3 1 3 ⎦⎥⎥
⎤
.
c. Dalam matriks D, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol, yaitu :
D= ⎣⎢⎢
⎡17 3 −4 3 −1 3 0−9 3 1 0 0−5 3 −1 3 1 3 0⎦⎥⎥
⎤
.
d. Transposkan matriks D,
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= ⎣⎢⎢
⎢⎡17 3 −9 3 −5 3−4 3 3 3 −1 3−1 3 0 1 30 0 0 ⎦⎥⎥
⎥⎤
.
e. Hasilnya berupa matriks , generalized inverse dari D.
= ⎣⎢⎢
⎢⎡17 3 −9 3 −5 3−4 3 3 3 −1 3−1 3 0 1 30 0 0 ⎦⎥⎥
⎥⎤
.
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks D.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari D apabila
berlaku D D = D,
D =
1 3 2 31 4 1 31 3 5 4 ⎣⎢⎢
⎢⎡17 3 −9 3 −5 3−4 3 3 3 −1 3−1 3 0 1 30 0 0 ⎦⎥⎥
⎥⎤ = 1 0 00 1 00 0 1
D D =
1 0 00 1 00 0 1 1 3 2 31 4 1 31 3 5 4 = 1 3 2 31 4 1 31 3 5 4 .
Jadi, terbukti D D = D, adalah generalized inverse dari matriks D.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditemukan generalized inverse yang
lainnya pada matriks D.
4.2 Generalized Inverse Pada Matriks dengan Rank 1
Generalized Inverse untuk matriks dengan rank 1 mempunyai algoritma
yang sama dengan algoritma-algoritma sebelumnya. Untuk mencari invers pada
matriks dengan rank 1 sebagai berikut :
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=
……⋮ ⋮ … ⋮… ,
dan dari matriks A dengan rk (A) = 1 maka :
1.
( ) 0 … 00 0 … 0⋮ ⋮ ⋱ 00 0 … 0 2.
0 ( ) … 00 0 … 0⋮ ⋮ ⋱ 00 0 … 0
( ) = 0 0 … 00 0 … 0⋮ ⋮ ⋱ 00 0 … ( ) .
Contoh 4.6 : Akan ditentukan generalized inverse dari matriks E ordo 4x3 yaitu :
E =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 .
Penyelesaian :
Untuk mencari rank dari matriks E dengan menggunakan operasi baris elemeter
sebagai berikut :1 3 52 6 103 9 154 12 20 − 21 3 52 6 103 9 150 0 0 − 31 3 52 6 100 0 00 0 0 − 2
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1 3 50 0 00 0 00 0 0 .
Maka diperoleh rk (E) = 1
Dengan langkah-langkah aturan algoritma yang sama untuk menentukan
generalized inverse sebagai berikut :
a. = 1 =1 1= 1.
b. Ganti semua elemen-elemen matriks E dengan nol,
=
1 0 00 0 00 0 00 0 0 .
c. Transposkan menjadi ( ) ,( ) = 1 0 0 00 0 0 00 0 0 0 .
d. Hasilnya berupa yang merupakan generalized inverse dari matriks E,
=
1 0 0 00 0 0 00 0 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks E.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari E apabila
berlaku E E = E,
E =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 1 0 0 00 0 0 00 0 0 0 =
1 0 0 02 0 0 03 0 0 04 0 0 0
E E =
1 0 0 02 0 0 03 0 0 04 0 0 0
1 3 52 6 103 9 154 12 20 =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 .
Jadi terbukti E E = E, adalah generalized inverse dari matriks E.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
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a. = 2 = 1 2.
b. Ganti semua elemen-elemen matriks E dengan nol,
=
0 0 01 2 0 00 0 00 0 0 .
c. Transposkan menjadi ( ) ,( ) = 0 1 2 0 00 0 0 00 0 0 0 .
d. Hasilnya berupa yang merupakan generalized inverse dari matriks E,
=
0 1 2 0 00 0 0 00 0 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks E.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari E apabila
berlaku E E = E,
E =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 0
1 2 0 00 0 0 00 0 0 0 = ⎣⎢⎢⎢
⎡0 1 2 0 00 1 0 00 3 2 0 00 2 0 0⎦⎥⎥⎥
⎤
E E = ⎣⎢⎢⎢
⎡0 1 2 0 00 1 0 00 3 2 0 00 2 0 0⎦⎥⎥⎥
⎤ 1 3 52 6 103 9 154 12 20 =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 .
Jadi terbukti E E = E, adalah generalized inverse dari matriks E.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. = 3 = 1 3.
b. Ganti semua elemen-elemen matriks E dengan nol,
=
0 0 00 0 01 3 0 00 0 0 .
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c. Transposkan menjadi ( ) ,( ) = 0 0 1 3 00 0 0 00 0 0 0 .
d. Hasilnya berupa yang merupakan generalized inverse dari matriks E,
=
0 0 1 3 00 0 0 00 0 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks E.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari E apabila
berlaku E E = E,
E =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 0 0
1 3 00 0 0 00 0 0 0 = ⎣⎢⎢
⎢⎡0 0 1 3 00 0 2 3 00 0 1 00 0 4 3 0⎦⎥⎥
⎥⎤
E E =⎣⎢⎢
⎢⎡0 0 1 3 00 0 2 3 00 0 1 00 0 4 3 0⎦⎥⎥
⎥⎤ 1 3 52 6 103 9 154 12 20 =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 .
Jadi terbukti E E = E, adalah generalized inverse dari matriks E.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. = 4 = 1 4.
b. Ganti semua elemen-elemen matriks E dengan nol,
= ⎣⎢⎢
⎡ 0 0 00 0 00 0 01 4 0 0⎦⎥⎥
⎤
.
c. Transposkan menjadi ( ) ,( ) = 0 0 0 1 40 0 0 00 0 0 0 .
IV-60
d. Hasilnya berupa yang merupakan generalized inverse dari matriks E,
=
0 0 0 1 40 0 0 00 0 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks E.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari E apabila
berlaku E E = E,
E =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 0 0 0
1 40 0 0 00 0 0 0 = ⎣⎢⎢
⎢⎡0 0 0 1 40 0 0 2 40 0 0 3 40 0 0 1 ⎦⎥⎥
⎥⎤
E E =⎣⎢⎢
⎢⎡0 0 0 1 40 0 0 2 40 0 0 3 40 0 0 1 ⎦⎥⎥
⎥⎤ 1 3 52 6 103 9 154 12 20 =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 .
Jadi terbukti E E = E, adalah generalized inverse dari matriks E.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. = 3 = 1 3.
b. Ganti semua elemen-elemen matriks E dengan nol,
= ⎣⎢⎢
⎡0 1 3 00 0 00 0 00 0 0⎦⎥⎥
⎤
.
c. Transposkan menjadi ( ) ,( ) = 0 0 0 01 3 0 0 00 0 0 0 .
d. Hasilnya berupa yang merupakan generalized inverse dari matriks E,
=
0 0 0 01 3 0 0 00 0 0 0 .
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Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks E.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari E apabila
berlaku E E = E,
E =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 1 0 0 00 0 0 00 0 0 0 =
1 0 0 02 0 0 03 0 0 04 0 0 0
E E =
1 0 0 02 0 0 03 0 0 04 0 0 0
1 3 52 6 103 9 154 12 20 =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 .
Jadi terbukti E E = E, adalah generalized inverse dari matriks E.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. = 6 = 1 6.
b. Ganti semua elemen-elemen matriks E dengan nol,
=
0 0 00 1 6 00 0 00 0 0 .
c. Transposkan menjadi ( ) ,( ) = 0 0 0 00 1 6 0 00 0 0 0 .
d. Hasilnya berupa yang merupakan generalized inverse dari matriks E,
=
0 0 0 00 1 6 0 00 0 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks E.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari E apabila
berlaku E E = E,
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E =
1 3 52 6 103 9 154 12 20
0 0 0 00 1 6 0 00 0 0 0 = ⎣⎢⎢⎢
⎡0 3 6 0 00 1 0 00 9 6 0 00 2 0 0⎦⎥⎥⎥
⎤
E E =⎣⎢⎢⎢
⎡0 3 6 0 00 1 0 00 9 6 0 00 2 0 0⎦⎥⎥⎥
⎤ 1 3 52 6 103 9 154 12 20 =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 .
Jadi terbukti E E = E, adalah generalized inverse dari matriks E.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. = 9 = 1 9.
b. Ganti semua elemen-elemen matriks E dengan nol,
=
0 0 00 0 00 1 9 00 0 0 .
c. Transposkan menjadi ( ) ,( ) = 0 0 0 00 0 1 9 00 0 0 0 .
d. Hasilnya berupa yang merupakan generalized inverse dari matriks E,
=
0 0 0 00 0 1 9 00 0 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks E.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari E apabila
berlaku E E = E,
E =
1 3 52 6 103 9 154 12 20
0 0 0 00 0 1 9 00 0 0 0 = ⎣⎢⎢
⎢⎡0 0 3 9 00 0 6 9 00 0 1 00 0 12 9 0⎦⎥⎥
⎥⎤
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E E =⎣⎢⎢
⎢⎡0 0 3 9 00 0 6 9 00 0 1 00 0 12 9 0⎦⎥⎥
⎥⎤ 1 3 52 6 103 9 154 12 20 =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 .
Jadi terbukti E E = E, adalah generalized inverse dari matriks E.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. = 12 = 1 12.
b. Ganti semua elemen-elemen matriks E dengan nol,
= ⎣⎢⎢
⎡0 0 00 0 00 0 00 1 12 0⎦⎥⎥
⎤
.
c. Transposkan menjadi ( ) ,( ) = 0 0 0 00 0 0 1 120 0 0 0 .
d. Hasilnya berupa yang merupakan generalized inverse dari matriks E,
=
0 0 0 00 0 0 1 120 0 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks E.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari E apabila
berlaku E E = E,
E =
1 3 52 6 103 9 154 12 20
0 0 0 00 0 0 1 120 0 0 0 = ⎣⎢⎢
⎢⎡0 0 0 3 120 0 0 6 120 0 0 9 120 0 0 1 ⎦⎥⎥
⎥⎤
E E =⎣⎢⎢
⎢⎡0 0 0 3 120 0 0 6 120 0 0 9 120 0 0 1 ⎦⎥⎥
⎥⎤ 1 3 52 6 103 9 154 12 20 =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 .
Jadi terbukti E E = E, adalah generalized inverse dari matriks E.
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Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. = 5 = 1 5.
b. Ganti semua elemen-elemen matriks E dengan nol,
= ⎣⎢⎢
⎡0 0 1 50 0 00 0 00 0 0 ⎦⎥⎥
⎤
.
c. Transposkan menjadi ( ) ,( ) = 0 0 0 00 0 0 01 5 0 0 0 .
d. Hasilnya berupa yang merupakan generalized inverse dari matriks E,
=
0 0 0 00 0 0 01 5 0 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks E.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari E apabila
berlaku E E = E,
E =
1 3 52 6 103 9 154 12 20
0 0 0 00 0 0 01 5 0 0 0 =
1 0 0 02 0 0 03 0 0 04 0 0 0
E E =
1 0 0 02 0 0 03 0 0 04 0 0 0
1 3 52 6 103 9 154 12 20 =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 .
Jadi terbukti E E = E, adalah generalized inverse dari matriks E.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. = 10 = 1 10.
b. Ganti semua elemen-elemen matriks E dengan nol,
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=
0 0 00 0 1 100 0 00 0 0 .
c. Transposkan menjadi ( ) ,( ) = 0 0 0 00 0 0 00 1 10 0 0 .
d. Hasilnya berupa yang merupakan generalized inverse dari matriks E,
=
0 0 0 00 0 0 00 1 10 0 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks E.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari E apabila
berlaku E E = E,
E =
1 3 52 6 103 9 154 12 20
0 0 0 00 0 0 00 1 10 0 0 = ⎣⎢⎢⎢
⎡0 5 10 0 00 1 0 00 15 10 0 00 2 0 0⎦⎥⎥⎥
⎤
E E =⎣⎢⎢⎢
⎡0 5 10 0 00 1 0 00 15 10 0 00 2 0 0⎦⎥⎥⎥
⎤ 1 3 52 6 103 9 154 12 20 =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 .
Jadi terbukti E E = E, adalah generalized inverse dari matriks E.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. = 15 = 1 15.
b. Ganti semua elemen-elemen matriks E dengan nol,
=
0 0 00 0 00 0 1 150 0 0 .
c. Transposkan menjadi ( ) ,
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( ) = 0 0 0 00 0 0 00 0 1 15 0 .
d. Hasilnya berupa yang merupakan generalized inverse dari matriks E,
=
0 0 0 00 0 0 00 0 1 15 0 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks E.
Selanjutnya akan ditunjukkan 1 adalah generalized inverse dari E apabila
berlaku E E = E,
E =
1 3 52 6 103 9 154 12 20
0 0 0 00 0 0 00 0 1 15 0 = ⎣⎢⎢
⎢⎡0 0 5 15 00 0 10 15 00 0 1 00 0 20 15 0⎦⎥⎥
⎥⎤
E E =⎣⎢⎢
⎢⎡0 0 5 15 00 0 10 15 00 0 1 00 0 20 15 0⎦⎥⎥
⎥⎤ 1 3 52 6 103 9 154 12 20 =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 .
Jadi terbukti E E = E, adalah generalized inverse dari matriks E.
Dengan langkah-langkah yang sama, akan ditunjukkan generalized inverse
yang lainnya, yaitu :
a. = 20 = 1 20.
b. Ganti semua elemen-elemen matriks E dengan nol,
= ⎣⎢⎢
⎡0 0 00 0 00 0 00 0 1 20⎦⎥⎥
⎤
.
c. Transposkan menjadi ( ) ,( ) = 0 0 0 00 0 0 00 0 0 1 20 .
d. Hasilnya berupa yang merupakan generalized inverse dari matriks E,
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=
0 0 0 00 0 0 00 0 0 1 20 .
Matriks ini merupakan salah satu generalized inverse dari matriks E.
Selanjutnya akan ditunjukkan adalah generalized inverse dari E apabila
berlaku E E = E,
E =
1 3 52 6 103 9 154 12 20
0 0 0 00 0 0 00 0 0 1 20 = ⎣⎢⎢
⎢⎡0 0 0 5 200 0 0 10 200 0 0 15 200 0 0 1 ⎦⎥⎥
⎥⎤
E E =⎣⎢⎢
⎢⎡0 0 0 5 200 0 0 10 200 0 0 15 200 0 0 1 ⎦⎥⎥
⎥⎤ 1 3 52 6 103 9 154 12 20 =
1 3 52 6 103 9 154 12 20 .
Jadi terbukti E E = E, adalah generalized inverse dari matriks E. Dari hasil
di atas dapat dilihat bahwa generalized inverse dari matriks E adalah tidak
tunggal. Untuk ordo matriks 4x3 mempunyai 12 generalized inverse dari matriks
E.
BAB V
PENUTUP
5.1 Kesimpulan
Berdasarkan uraian dan pembahasan pada bab-bab sebelumnya dapat
diperoleh beberapa kesimpulan sebagai berikut :
1. Generalized inverse dari sebuah matriks A adalah sebarang matriks G yang
memenuhi persamaan AGA = A.
2. Menentukan generalized inverse dari suatu matriks A dapat dilakukan dengan
dua cara, yaitu :
a. Aturan Pendiagonalan Matriks dengan langkah-langkah sebagai berikut :
(i) Diketahui matriks sembarang A yang berukuran n x n.
(ii) Akan dicari matriks P dan matriks Q. Matriks P dicari dengan
menggunakan operasi elementer baris, sedangkan matriks Q dicari
dengan menggunakan operasi elementer kolom.
(iii) Setelah didapatkan matriks P dan matriks Q,akan ditentukan matriks ∆
yaitu ∆ = PAQ.
(iv) Kemudian akan dicari invers dari matriks ∆.
(v) Selanjutnya akan ditentukan matriks G yaitu G = Q∆ P. G adalah
generalized inverse dari matriks A.
b. Aturan Algoritma dengan langkah-langkah sebagai berikut :
(i) Dalam matriks A dengan rank r, temukan sembarang matriks minor
non-singular dengan orde r. Notasikan dengan M.
(ii) Temukan invers matriks M, yaitu kemudian tranposkan,( ) .
(iii) Dalam matriks A, ganti setiap elemen matriks M dengan elemen matriks( ) dan ganti elemen lainnya dengan nol.
(iv) Transposkan matriks A.
(v) Hasilnya berupa matriks G yang merupakan generalized inverse dari A.
3. Generalized inverse dari sebuah matriks bersifat tidak tunggal.
Ketidaktunggalannya dapat dilihat dari beberapa contoh pada Bab IV. Untuk
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aturan pendiagonalan matriks banyak matriks G dapat dilihat dari banyaknya
baris atau kolom. Sedangkan untuk generalized inverse pada aturan algoritma
dapat ditentukan jumlah generalized inverse sebanyak perkalian ordo matriks.
5.2 Saran
Dalam pembahasan yang telah dikemukakan, penulis hanya membahas
masalah pada penelitian ini yaitu mengemukakan langkah-langkah atau aturan
dalam menentukan generalized inverse dari suatu matriks. Bagi pembaca yang
tertarik dengan topik aljabar dapat melanjutkan pembahasan tentang moore
penrose invers dan jenis-jenis invers lain serta penerapannya dalam penyelesaian
sistem persamaan linear.
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